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 تاریخچه

مقدمه آن است.  حدبودند و  لایبنیتزو  نیوتناست که موضّع آن  ریاضیمشتق از مسائل مهم 

را با  ها منحنیو لایبنیتز شیب خط مماس بر ای را به کمک قوانین حدگیری  لحظه سرعتنیوتن 

 استفاده از قوانین حدگیری محاسبه کرد، و هر یک در حالت کلی به مشتق رسید.

 تعریف

زیر تعریف  ٔبا معادله xاست که مقدارش در ، تابع دیگری مثل مانند  تابعیمشتقّ 

 شود: می

 

 موجود و متناهی باشد. حدبه شرطی که این 

بر طبق این تعریف، مقدار مشتق برابر نرخ تغییرات مقدار تابع است زمانی که تغییرات مربوط به 

 کند. متغیر مستقل به سمت صفر میل می

 نمایش ٔنحوه

 های زیر نشان داد: توان به صورت مشتق اول یک تابع تک متغیره را می

 

 

http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A2%DB%8C%D8%B2%D8%A7%DA%A9_%D9%86%DB%8C%D9%88%D8%AA%D9%86
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D8%A7%DB%8C%D8%A8%D9%86%DB%8C%D8%AA%D8%B2
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AD%D8%AF
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B3%D8%B1%D8%B9%D8%AA
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%86%D8%AD%D9%86%DB%8C
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AD%D8%AF
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 نامند. ا نمایش دیفرانسیلی مشتق مینمایش ر ٔکه این نحوه

 

 فرمول های مشتق

و  vو  uاعداد ثابت و منظور از حروف  nو  mو  cو  bو  aدر فرمول های زیر منظور از حرف های 

w  تابعی ازx .می باشد 
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6. uVVuyVuy '''.   
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12. uu euyey '.'  
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16. aayay xx ln.'  

17. xux uyyaguufy '.'')(),(   مشتق قاعده زنجیره ای             

18. 
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y
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'
')(),(   مشتق توابع پارامتری                       
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 وجود ندارد
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 مشتق توابع مثلثاتی: .20

x بر حسب رادیان 

xyxy cos'sin  

xyxy sin'cos  

)tan1('tan 2 xyxy  

)cot1('cot 2 xyxy  

xxyxy tansec'sec  

xxyecxy cotcos'cos  

x بر حسب گراد 

grgr xyxy cos
200

'sin


 

grgr xyxy sin
200

'cos


 

)tan1(
200

'tan 2 grgr xyxy 


 

)cot1(
200

'cot 2 grgr xyxy 


 

x بر حسب درجه 

 xyxy cos
180

sin


 

 xyxy sin
180

cos


 

)tan1(
180

tan 2  xyxy 


 

)cot1(
180

cot 2  xyxy 


 

22. uumnuyumy nn cos.sin''sin 1  

23. uumnuyumy nn sin.cos''cos 1  

24. )tan1.(tan''tan 21 uumnuyumy nn    
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25. )cot1.(cot''cot 21 uumnuyumy nn    

26. uumnuyumy nn tansec''sec 1  

27. uuecmnuyuecmy nn cotcos''cos 1  

 مشتق توابع معکوس مثلثاتی: .28
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 یمشتق توابع هذلول .29
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)sinh(

)cosh(
)coth( 

 مشتقات هیپربولیک  .11

)cosh(')sinh( xyxy  

)sinh(')cosh( xyxy  

)(tan1')tanh( 2 xhyxy  

)(cot1')coth( 2 xhyxy  

 

 مشتقات مراتب بالاتر

گیری دوباره از  آیند. با مشتق تابع از تعریف اصلی مشتق بدست میمشتقات مراتب بالاتر یک 

های مراتب بالاتر نیز  رسیم و به همین ترتیب دیگر مشتق مشتق یک تابع به مشتق دوم آن می

 شوند. تعریف می

 نمایش ٔنحوه

توان به دو صورت زیر  را می fمشتقات مراتب بالاتر )مشتق مرتبه دوم، سوم و چهارم( تابع 

 ایش داد:نم

  و و 

 f(2)  وf(1)  وf(4)  

 پذیر در یک نقطه تابع مشتق

 x ٔدر نقطهشود که تابع  موجود و معین باشد، گفته میای مانند  در نقطهاگر مشتق تابع 

 پذیر است. مشتق

 پذیر تابع مشتق
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 شود. پذیر نامیده می پذیر باشد، تابع مشتق اش مشتق اگر تابعی در هر نقطه از دامنه

 پذیری شرایط مشتق

آن تعریف شده  همسایگیپذیر باشد، باید در یک  مشتقبرای اینکه تابعی در یک نقطه مانند 

لازم باشد. یا به عبارتی تابع در آن نقطه هموار باشد. البته این شرط  پیوستهباشد و نیز در آن نقطه 

پیوسته  aبرای مشتق پذیری تابع در یک نقطه است.برای مثال در حالت های زیر تابع در نقطه 

نقطه زاویه دار مشتق چپ و 2شود  نقطه بازگشتی مشتق بینهایت می0است ولی مشتق پذیر نیست 

 راست برابر نیست

 مشتق تابع مرکب

 مشتق تابع مرکبنوشتار اصلی: 

تابع و مشتق این عبارت است از: و تابع ترکیب دو تابع 

 مرکب عبارت است از: 

 کاربردها

 پیدا کردن شیب خط

 y=f(xپیدا کردن خطی که دریک نقطه بر یک منحنی مماس یا عمود است. برای معادله خط )

گویند. خطی  ای می را شیب یا ضریب زاویه m  ،m=tanθقاطع برابر است با: ، شیب خط 

شیب  m≠1  =-0نامیم. بنابراین اگر  که بر مماس بر منحنی عمود باشد، خط قائم بر منحنی می

 mشیب خط مماس و m.mخط قائم بر منحنی باشد، آنگاه داریم: 

در ساختن قطب نما و غیره استفاده کرد توان در ساختن جامدادی ، وسایل نظامی ،  از مشتق می

توان با استفاده از مشتق شیب مثلاً جامدادی را محاسبه کنیم. مثلاً در ساختن دیدبانی  یعنی می

http://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%87%D9%85%D8%B3%D8%A7%DB%8C%DA%AF%DB%8C&action=edit&redlink=1
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%BE%DB%8C%D9%88%D8%B3%D8%AA%D9%87
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82_%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%85%D8%B1%DA%A9%D8%A8
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مساوی صفر باشد  nای استفاده کرد. در صورتی که شیب در نقطه  توان از ضریب زاویه می

است. بنابراین خط قائم بر  xحور آنگاه مماس بر منحنی در این نقطه، خطی افقی یا موازی م

 m= ) ∞و داریم: aخواهد بود ) yمنحنی در این نقطه، خطی عمودی یا موازی محور 

 محاسبه تغیرات یک کمیت نسبت به دیگری

توان مقدار تغییرات یک کمیت را نسبت به کمیت معین دیگری، وقتی این  با استفاده از مشتق می

ای  مساحت دایره g(rربوط هستند، به دست آورد. مثلاً اگر )دو کمیت به وسیله تابعی به هم م

ای  مقدار لحظه r) 2(πrای تغییر  آنگاه مقدار لحظه g(r) = π r2باشد، داریم:  rبه شعاع 

این دایره، وقتی شعاع آن g (0 = )2πتغییر مساحتمساخت دایره نسبت به شعاع آن برابر است با 

 gاست با:  باشد، برابر r=0برابر مقداری مثل 

 پیدا کردن شتاب

را متوسط سرعت در یک فاصله زمانی  Vمعادله حرکت جسم متحرک باشد آنگاه  S(tاگر )

آید. که شتاب را  گویند. اگر از سرعت متوسط مشتق بگیریم مقدار شتاب حرکت بدست می می

(t)=S"(t( باa(t دهند یعنی شتاب در لحظه  نشان میt باشد. ) میa(t)=V 

 نرژی جنبشیمحاسبه ا

( برای m.v^2/)2عبارت است از  Vو سرعت  mدانیم انرژی جنبشی جسمی به جرم  می

توان سرعت را از طریق گرفتن مشتق از معادله حرکت بدست  بدست آوردن انرژی جنبشی می

 را در معادله انرژی جنبشی قرار داد. Vآورد سپس مقدار 

 پیدا کردن ماکزیمم و مینیمم نسبی توابع

ابعی در یک نقطه از یک بازه اکسترمم نسبی داشته باشد و مشتق تابع نیز در آن نقطه وجود اگر ت

داشته باشد آنگاه مشتق تابع در آن نقطه مساوی صفر است. منظور از اکسترمم نسبی داشتن 
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ماکزیمم یا مینیمم نسبی در یک نقطه است. ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی به صورت زیر تعریف 

 شوند: می

یک  Cدر نقطه  fتابع  f(d)≥f(xدارد هر گاه ) "ماکزیمم نسبی"یک  dدر نقطه  fتابع 

 f(c)≤f(xدارد هر گاه ) "مینیمم نسبی"

 پیدا کردن تابع صعودی و نزولی

 داشته باشیم: xε(a,bاگر برای همه مقادیر )

تر از صفر  کوچک fتابعی صعودی است. اگر مشتق  fتر از صفر باشد آنگاه  بزرگ fاگر مشتق 

 تابعی نزولی است. fباشد آنگاه 

 تعیین نقاط بحرانی توابع

نامیم، در صورتی که یکی از دو شرط زیر برقرار  می fرا یک نقطه بحرانی  fاز قلمرو  Cنقطه 

 مساوی صفر باشد. Cدر نقطه  fمشتق  -2وجود نداشته باشد.  cدر نقطه  fمشتق  -0باشد: 

(c)=1,f :ید فرض کن باشد، داریمC  یک نقطه بحرانی تابعf 

ماکزیمم نسبی  Cدر نقطه  fتر از صفر باشد، آنگاه  کوچک Cدر نقطه  fاگر مشتق مرتبه دوم 

 دارد.

 مینیمم نسبی دارد. Cدر نقطه  fتر از صفر باشد، آنگاه  بزرگ Cدر نقطه  fاگر مشتق مرتبه دوم 

 پیدا کردن تقعر، تحدب و نقطه عطف

مقعر بودن یک تابع، توجه به علامت مشتق دوم آن )در صورت  یک راه بررسی محدب یا

پذیر است. اگر مشتق دوم این  دوبار مشتق Iگیریم که در بازه  را در نظر می fوجود( است. تابع 

است. اگر « محدب»در این بازه  fگاه  تر یا مساوی صفر باشد، آن بزرگ Iتابع در همه نقاط بازه 



www.khodkarabi.com 
 

 12 

در این بازه  fگاه  تر یا مساوی صفر باشد، آن کوچک Iنقاط بازه مشتق دوم این تابع در همه 

که  است. البته باید توجه کرد که شرط بالا تعریف تقعر و تحدب یک تابع نیست، بل« مقعر»

آزمونی است برای بررسی تقعر و تحدب در یک بازه و تنها برای توابعی قابل استفاده است که 

 دارای مشتق دوم باشند.

ای وجود داشته باشد که در آن نقطه جهت تقعر منحی  : اگر روی یک منحنی نقطهنقطه عطف

 نامیم. می« عطف»تغییر کند، آن نقطه را یک نقطه 

 

  مشتق گیری و مشتق پذیری

 
  :به صورت زیر نشان می دادند در گذشته های نه چندان دور، مشتق یک تابع را

 

 
 

 میزان تغییرات یک کمیت است. ولی در حال حاضر براینشان دهنده  که در این فرمول

  :محاسبه مشتق توابع،بیشتر از فرمول زیر استفاده میکنند

 

 
  :، استفاده میکنندx متغیر نسبت به f زیر برای نشان دادن مشتق تابعمعمولا از نمادهای 

 

 

 
 

 
آن نقطه مشتق موجود باشد. و برای  گویند اگردرمشتق پذیر  x یک تابع را در نقطه ای مانند

نقطه دلخواه از بازه مشتق پذیر باشد.اگر  مشتق پذیری تابع در یک بازه لازم است تابع در هر
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نمیتواند مشتق پذیر باشد.البته لازم به ذکر  c آنگاه در پیوسته نباشد c تابع در نقطه ای مانند

را تضمین نمیکند.مشتق یک تابع مشتق پذیر وجود مشتق  است که پیوستگی در یک نقطه

باشد،که به مشتق آن مشتق دوم تابع گویند.مشتق مراتب بالاتر نیز به  میتواند خود نیز مشتق پذیر

 .میشوند همین ترتیب تعریف

 

 

 

 

 

  بررسی مشتق از نظر هندسی

 
نقطه  تابع در یک نقطه دلخواه ،شیب خط مماس بر منحنی در آن از نظر هندسی مشتق یک

مستقیم شیب خط مماس در یک نقطه کار دشواری است.زیرا فقط  است.البته پیدا کردن

را داریم.)برای پیدا کردن شیب یک خط از مختصات دو  مختصات یک نقطه از خط مماس

میکنیم(برای حل این مشکل از یک خط متقاطع استفاده کرده و این  نقطه بر روی خط استفاده

یک میکنیم.برای درک بهتر موضوع به شکل مقابل توجه نمایید.در نزد خط را به خط مماس

با رنگ بنفش و خط مماس با رنگ سبز مشخص شده است و عددی که  این شکل خط متقاطع

نشان دهنده شیب خط متقاطع میباشد. حال از دیدگاه ریاضی این روش  در تصویر تغییر میکند

  :را بیان میکنیم

 ن مشتق با حدگیری از شیب خط قاطع که به خط مماس نزدیکاز دیدگاه ریاضی بدست آورد

 شده است بدست می آید.پیدا کردن شیب نزدیکترین خط متقاطع به خط مماس با استفاده از

  :در فرمول زیر حاصل میشود h کوچکترین



www.khodkarabi.com 
 

 14 

 

 

  

 

 

  بزرگنمایی خط مماس بر یک نقطه روی خط

 

یشودو میتواند مقدار مثبت یا منفی تعریف م x تغییر متغیر به عنوان کوچکترین h در این فرمول

 و شیب خط با استفاده از نقاط اختیار کند. در این فرمول

روش فقط یک نقطه روی خط  حاصل میشود.واضح است که در این

وجود ندارد.همچنین در  برای ما معلوم است و نیازی برای بدست آوردن نقطه دوم روی خط

  :ر است،حاصل حد زی x این روش مشتق

 

 
 

  ارتباط مشتق با علم فیزیک
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تعریف برخی ار کمیتهای فیزیک حرکت دارد.ما با داشتن موقعیت اجسام  مشتق نقش مهمی در

 یم.اگر ما از معادله مکان جسم برمیتوانیم سرعت و شتاب آنها را محاسبه کن ب زمانبر حس

مشتق بگیریم معادله سرعت بدست میآید و اگر از معادله سرعت مشتق گیری  حسب زمان

  .دوم معادله مکان(معادله شتاب حاصل میشود نماییم)مشتق

  نقاط بحرانی

 ع تعریف نشده و یا برابر صفر باشد را نقاط بحرانیتابع که به ازای آنها مشتق تاب نقاطی از

منفی  مینامند.اگر مشتق دوم در یک نقطه بحرانی مثبت باشد،آن نقطه مینیمم نسبی است.و اگر

نباشد.مشتق  باشدماکزیمم نسبی است،و اگر برابر صفر باشد ممکن است ماکزیمم و مینیمم نسبی

مینیمم و ماکزیمم  ترین راه برای پیدا کردن گرفتن و بدست آوردن نقاط بحرانی،اغلب ساده

مینیمم و ماکزیمم نسبی  نسبی است.)در بهینه سازی نیز این روش بسیار مفید است.به طور کلی

  .فقط میتوانند جزئ نقاط بحرانی باشند

  تحلیل نمودارها تجزیه و

به ازای آنها مشتق اول  تابع که مشتق ابزار مناسبی برای آزمودن نمودار تابع است. نقاطی از دامنه

باشند.البته باید توجه کرد که تمام نقاط بحرانی  برابر صفر شود میتوانند نقاط اکسترمم نسبی تابع

 نقاط اکسترمم نسبی نیستند
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توانید  ند میقابل ویرایش می باش فایل ها که  word  نسخه ورد  برای دریافت

 :از طریق لینک زیر اقدام کنید 
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